Feladat 1. Legyen G csoport, Hy, Hy < G. Igazoljuk, hogy
_ |Hu| - |Ho|

H H,| = = 1221
| H H| |Hy N Hy|

Megoldas: Beldtjuk, hogy HiHs minden eleme pontosan |H; N He| médon 4ll
el6 hlhz alakban (hl € Hl, h2 S HQ)

Egy ilyen eléallitds definicié szerint 1étezik. Minden g € Hy N Hy esetén hihy =
hig - g~ hy egy mésik megfeleld eldallitds. Nyilvan kiilonbozé g-kre ez kiilonbozé
eléallitast ad.

Az kell még, hogy minden el6allitéds ilyen alakd. Tegyiik fel, hogy kiks egy masik
elééllitésa hiho-nek. Ekkor hy'ky = hoks ', tehdt go := hi'ky € Hy N Hy. Mivel
k1 = higo és ko = g Yhe, a k1ks = h1go ~g§1h2 el6allitas is a megfelelé alaki.

Feladat 2. Adja meg a V csoport automorfizmusait, és azok rendjeit. Milyen
csoporttal izomorf V automorfizmuscsoportja?

Megoldas: V minden automorfizmusa az egységelemet az egységelembe kell,
hogy vigye, ezen tul viszont nincs kik6tés: az i, j, k elemek tetszbleges permutaciéja
automorfizmust ad (ezt elég az (ijk) és az (ij) permutécidkra leellendrizni, mert
ezek generdljdk a tobbit). fgy Aut'V = S3, a fellépd rendek pedig 1,2,2,2, 3, 3.

Feladat 3. Hany Dy — Dg homomorfizmus van?

Megoldas: A homomorfizmusokat a lehetséges magok szerint osztélyozzuk.
Ezek D4 normalosztoi.

e Ha Kerp = {1}, akkor Imp = D,/{1} = D,. Mivel |Dy| nem osztja
| Dg|-ot, Dg-nak nincs Dy-gyel izomorf részcsoportja. Tehdt ilyen homo-
morfizmus nincs.

e Ha Kerp = {1,a?}, akkor Im ¢ = D4/{1,a?} = V. Hany V-vel izomorf

részcsoportja van Dg-nak? Egy csoport két eleme akkor és csak akkor

general V-vel izomorf részcsoportot, ha kiillénbozéek, mindketté mésodrendii,
és felcserélhetéek. A Dg-ban hét masodrendii elem van: a® (a kézéppontos
tiikrozés) és a hat tengelyes tiikrozés. Ezek koziil a® mindenki massal
felcserélhetd, a tengelyes tiikkrozések koziil pedig azok cserélhetok fel, ame-
lyek tengelyei egymdsra merdlegesek: t és a®t, at és a't, a’t és a’t. fgy
kilencféleképpen tudunk két olyan elemet valasztani, amik V-vel izomorf
részcsoportot generalnak. De minden ilyen részcsoportot haromszor szamol-
tunk, hiszen V-t haromféleképpen lehet két masodrendii elemével generdlni.

Tehéat Dg-nak harom V-vel izomorf részcsoportja van. Mivel V-nek hat au-

tomorfizmusa van, 3-6 = 18 olyan D4 — Dg homomorfizmus lesz, amelynek

magja {1,a%}.

Ha Ker ¢ = {1,a,a?,a%}, akkor Im ¢ = Dy/{1,a,a? a3} = Zy. Mivel Z,-

nek csak egy automorfizmusa van, Dg-nak pedig hét masodrendi eleme, és

igy hét Zs-vel izomorf részcsoportja, ebben az esetben 7 homomorfizmust
kapunk.

Ha Ker ¢ = {1,t,a?, a*t}, akkor Im ¢ = Dy /{1,t,a%, a’t} = Zs, és megint

csak 7 homomorfizmust kapunk.

Ha Kerp = {1,at,a? a3t}, akkor Im¢ = Dy/{1,at,a? a3t} = Z,, és

megint csak 7 homomorfizmust kapunk.

Ha Ker ¢ = Dy, akkor egyetlen homomorfizmust kapunk, a trividlist.
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Igy Osszesen 40 homomorfizmus van.

MAG KEP lo ap a*e a®p tp atp a’te adty
{1,a%} {1,a3t,a®)} |1 & 1 > t adt ot a’t
{1,a%} {1,a,t,a} | 1 a* 1 a® adt ot a’t t
{1,a%} {1,a3,t,a3} | 1 t 1 t  a® ddt @ Pt
{1,a%} {1,a3,t,a3} | 1 ¢ 1 t a¥t o dt P
{1,a%} {La3t,a®} | 1 a* 1 a®t a® ¢t a’ t
{1,a%} {L,a3t,a} |1 a3t 1 a3t t ad® t a?
{1,a?} {1,a%,at,a*t} | 1 a* 1 a® at a*t at  a*t
{1,a%} {1,a3,at,a*t} | 1 o 1 a® a*t at a*t at
{1,a%} {1,a3,at,a*t} | 1 at 1 at  a® a*t o  a*t
{1,a%} {1,a3,at,a*t} | 1 at 1 at a*t o a't d?
{1,a%} {1,a%,at,a*t} | 1 a* 1 a* a® at a at
{1,a?} {1,a3 at,a*t} | 1 a*t 1 a*t at & at ad
{1,a%} {1,a3,6°t,a°} | 1 a®> 1 a® d®t &t a’t a’t
{1,a%} {1,a3,6°t,a%} | 1 a® 1 a® &t &t &t a’t
{1,a%} {1,a3,6°t,a%} | 1 a*t 1 &t a® &t a® a’t
{1,a%} {1,a3,6°t,a%} | 1 a*t 1 a&* a’t a* a’t o
{1,a?} {1,a3,a%t,a} | 1 a°t 1 dt a® da’t a® ad?t
{1,a%} {1,a3,6°t,a%} | 1 a°t 1 & a*t a* d*t o
{1,a,a?, a®} {1,a%} 1 1 1 1 a @& @ a’
{1,a,a? a®} {1,t} 1 1 1 1 t t t t
{1,a,a? a} {1, at} 1 1 1 1 at at at at
{1,a,a? a®} {1,a%t} 1 1 1 1 ad®t d*t d*t  ad*t
{1,a,a% a3} {1,a%t} 1 1 1 1 &% a3t @t it
{1,a,a?, a®} {1, a*t} 1 1 1 1 a*t a*t a*t a't
{1,a,a? a®} {1,a%t} 1 1 1 1 d® d®t da®t a’t
{1,t,a?,a%t} {1,a%} 1 ¢ 1 ¢ 1 @ 1 a’
{1,t,a?%,a?t} {1,t} 1t 1 t 1t 1 t
{1,t,a?, a%t} {1, at} 1 at 1 at 1 at 1 at
{1,t,a?%,a%t} {1,a%t} 1 a* 1 a* 1 a*t 1 a’t
{1,t,a?%, a%t} {1, a3t} 1 a*t 1 ot 1 a3t 1 a’t
{1,t,a?,a%t} {1, a*t} 1 e 1 a* 1 a*t 1 att
{1,t,a?,a*t} {1,a%t} 1 at 1 at 1 dt 1 a’t
{1,at,a?, a3t} {1,a3} 1 a® 1 a® @ 1 ad 1
{1,at,a?, a3t} {1,t} 1t 1 t ot 1 t 1
{1, at,a? a3t} {1, at} 1 at 1 at  at 1 at 1
{1,at,a?, a3t} {1,a%t} 1 @’ 1 a* a* 1  ad*t 1
{1,at,a?, a3t} {1, a3t} 1 a*t 1 a®t ot 1 adt 1
{1, at,a? a3t} {1,a*t} 1 a* 1 a* a* 1 a* 1
{1,at,a?, a3t} {1,a’t} 1 a% 1 &% a°t 1  ad°t 1
D, m 1 1 1 1 1 1 1 1

Feladat 4. Hany S5 — Q homomorfizmus van?

Megoldas: Az Sj csoport egy generatorrendszere: [(12345), (12)]. Ezen elemek
képei meghatdroznak egy homomorfizmust. Az (12345) 6todrendii elem, ezért képe
vagy elsérendii, vagy 6todrendt. Mivel Q-nak nincs 6todrendii eleme, ezért minden
¢ homomorfizmusra (12345)¢ = 1. Az (12) képe els6-, vagy mdsodrendii lehet,
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tehédt (12)p = 1 vagy (12)p = —1. Elébbi esetben a ¢ a trividlis homomorfizmus.
Utébbi esetben ¢ egyértelmiien meghatarozhaté: egy o € Ss permutécié képe 1
lesz, ha felirva egy olyan szorzatként, amelynek Gsszes tényezdje (12345) vagy (12),
az (12) tényz6k szdma pdaros, egyébként pedig op = —1. Kérdés, hogy az igy
megadott leképezés egyrészt konzekvens-e (o kiilonbozé felirdsai esetén ugyanazazt
adja op-nek), mésrészt homomorfizmus-e. A védlasz igen: ¢ a paros permutdcickat
1-be, a paratlanokat —1-be viszi—ez pedig homomorfizmus.

Feladat 5. Adjuk meg a kovetkezd miivelettabldval megadott csoport részcsoport-
és normalosztohaldjat.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
012 10 3 2 1 6 5 13 15 14 1 4 0 7 9 8
110 5 14 9 2 7 13 0 11 15 6 3 1 12 8 4
213 4 0 12 10 15 8 9 5 13 11 1 2 14 7 6
312 1 12 0 1 8 15 14 6 7 4 10 3 9 13 5
4111 15 7 13 0 9 14 3 1 6 8 12 4 2 5 10
5/6 7 &8 1, 14 0 12 10 3 4 13 9 5 1 11 2
65 13 15 8 9 12 0 1 2 11 7 14 6 10 4 3
7|13 0 11 4 8 10 1 6 9 2 12 15 7 5 3 14
8|1 14 6 5 13 2 3 4 0 1 9 7 8 11 10 12
9|14 3 1 10 5 11 4 8 13 0 2 6 9 15 12 7
(1 6 9 14 3 13 7 12 4 8 5 2 10 0 15 11
1(4 8 13 7 12 14 9 2 10 5 15 0 11 3 6 1
20 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
37 12 4 11 15 1 10 5 14 3 0 8 13 6 2 9
419 2 10 1 6 4 11 15 7 12 3 5 14 8 0 13
(8 9 5 6 7 3 2 11 12 10 14 13 15 4 1 O

Megoldas: Ez egy 16 rendi csoport, és elég kiilonos: minddssze egyetlen
masodrend{i eleme van (a 0). fgy minden nemtrividlis részcsoport tartalmazni
fogja a {0, 12} részcsoportot, ami normélosztd, hiszen tetszéleges elemmel val$ kon-
jugéltja egy mésodrendii részcsoport, abbdl pedig nincsen masik.

Mivel csak a részcsoport- és a normalosztéhéls {0, 12} feletti részét kell kiszdmitani,
hasznélhatjuk a megfeleltetési tételt. Nézziik meg a csoport e normaloszté szerinti
faktorat:

{0,12} {1,10} {2,3} {4,11} {5,6} {7.13} {8,15} {9,14}
{0.12} | {0,12} {1,10} {2,3} {4,11} {56} {7,13} {8,15} {9,14}
{1,10} | {1,10} {5,6} {9,14} {2,3} {7,13} {0,12} {4,11} {8,15}
(2,3} | {2,3} {4,11} {0,12} {1,10} {8,15} {9,14} {5,6} {7,13}
{4,11} | {4,11} {8,15} {7,13} {0,12} {9,14} {2,3} {1,10} {5,6}
{56} | {5,6} {7,13} {8,15} {9,14} {0,12} {1,10} {2,3} {4,11}
{7,13} | {7,13} {0,12} {4,11} {8,15} {1,10} {5,6} {9,14} {2,3}
{8,15} | {8,15} {9,14} {5,6} {7,13} {2,3} {4,11} {0,12} {1,10}
{9,14} | {9,14} {2,3} {1,10} {5,6} {4,11} {8,15} {7,13} {0,12}




Ez egy nyolcelemii nemkommutativ csoport. Ilyenbdl izomorfia erejéig kettd van:
Q és Dy. Gyorsan ré lehet jonni, hogy a fenti miivelettdbla Dy-gyel izomorf csopor-
tot ad (mondjuk {1,10} feleljen meg a-nak, {2, 3} pedig t-nek). Igy az eredeti cso-
port részcsoport /normélosztéhaléjét megkaphatjuk gy, hogy a D4 részcsoport /nor-
maélosztohaldjahoz hozzdadunk alulrdl egy 1j elemet.

(1,2
2.8] ] 4,9]
[2] (8] 5] [4] [9]
[
{12}

Feladat 6. Tekintsiik az A5 csoport 7 = (123) elemét. Van egy halmazunk, amely-
ben eredetileg csak a m permutacié van. Ezutan djabb permutécidkat tehetiink a
halmazba: ha egy 7 mar benne van, akkor 1 eurdért beletehetjik egy tetszoleges
As-beli elemmel vett konjugaltjat, ha pedig a 71 és 7o permutdciék benne vannak,
szintén 1 eurdért beletehetjik a 7175 permutdciét. Hany eurdra van sziikségiink,
hogy As bdrmely elemét beletehessiik a halmazba? Hany eurdra van sziikségiink,
hogy As dsszes elemét beletehessiik?

Megoldas: Minden elem halmazba tétele 1 eurd, igy nyilvan 59 eurdra van
sziikséglink az Gsszes elem betételéhez.

Nézziik meg, hogy anyagi helyzetiinktdl fiiggéen milyen permutacidékat tudunk
beszerezni.

e 0 eurd: Oriiljiink az (123)-nak.

e 1 eurd: Mivel As-ben a 3-ciklusok konjugiltak, akarmelyik 3-ciklust be
tudjuk szerezni. Mdst nem, mert szorzéssal is csak az (123)(123) = (132)
adédik, ami szintén 3-ciklus. Ennyi pénzbdl tehat 20 permutacié érhetd el.

e 2 curs: Mint lattuk, az els6 eurénkat konjugalasra tudjuk csak kolteni.
Ujabb konjugélssal nem ériink el semmit, dgyhogy szoroznunk kell. Ha ki
akarunk kertilni a 3-ciklusok korébol, akkor a konjugaldssal kapott 3-ciklust
kell megszorozni (123)-mal. A 3-ciklustdl fiiggben 20 lehetséges szorzat
adddik ((123)-mal balrdl szorozva a 3-ciklusokat ugyanazok a permutécidkat
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kapjuk, mintha (123)-mal jobbrdl szoroztuk volna a 3-ciklusokat, mert 3-
ciklus (123)-mal vett konjugaltja is 3-ciklus). A szorzatok kozott lesznek
3-ciklusok is, ha a szorzandé a kovetkezo listan van:

(123), (214), (215), (324), (325), (134), (135).

Egyéb szorzandé esetén 1j permutdciot kapunk. Ennyi pénzbdl 33 per-
mutacié érheto el.

3 eurd: Az eléz6 1épésben megkaptuk az identitast ((123) - (132)), és kap-
tunk 2 + 2 ciklusszerkezetl permutéciot ((123) - (124) = (12)(34)), és 5-
ciklust is ((123)-(145) = (12345)). S6t, az 5-ciklusok mindkét konjugdltségi
osztélydbdl kaptunk elemet: (123) - (154) = (12354), ami nem konjugéltja
As-ben (12345)-nek. Igy konjugéldssal megkaphaté minden tovabbi per-
mutacio.



